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1. Introduccion

1.1. Resumen

Este trabajo tiene como objetivo principal el estudio del tiempo en la fisica
cuantica a través del mecanismo de Page y Wooters, utilizando para ello principal-
mente el enfoque utilizado en el paper Foti et al., 2021. A lo largo del documento
trataré de reproducir los resultados obtenidos por el mismo asi como ampliar sus con-
tenidos mediante otros articulos, documentos, libros, etc. con el objetivo de anadir
valor al trabajo inicial realizado por Alessandro Coppo, et al. En el articulo los
autores consiguen, no solo demostrar que no existen un tiempo cudntico y cldsico
diferentes entre si, sino que ademas este se puede entender como el fruto del entrela-
zamiento entre cualquier sistema en evolucion temporal y un sistema que utilizamos

como reloj.

Palabras clave: Tiempo, Page and Wooters, GCS, grupos de Lie, dlgebra de Lie,

bases de Cartan.



1.2. ODS

Toda forma de conocimiento es util, de una manera o de otra. Si bien es posible
argumentar que los trabajos de investigacion puramente teéricos no suelen tener un
efecto inmediato en la sociedad y por lo tanto, no tendrian un vinculo directo con
los ODS, las reacciones que producen estas investigaciones al largo plazo son lo que

hace que estas valgan la pena con creces.

Asi, mientras que un articulo tedrico no inventara la siguiente revolucién tec-
nolégica, los intentos de probar o desmentir esta teoria si implican siempre avances
tecnolégicos innovadores (ODS 9 Industria, Innovacién e Infraestructu-

ra).

Por otra parte, de manera algo més directa, las investigaciones tedricas de este
estilo contribuyen a avanzar en el conocimiento cientifico, siempre a través del pen-
samiento critico y favoreciendo una mejora de la calidad educativa en la rama del

saber que se estd estudiando (ODS 4 Educacién de Calidad).

1.3. Motivacion y Objetivos

La motivacion principal que mueve la realizacién de este trabajo bibliografico es,
principalmente, la de servirme como iniciacién a la investigacion. Uno de los trabajos
que un fisico acabara llevando a cabo durante sus primeros anos investigando, serd
el de la reproducciéon y comprension de resultados escritos en articulos, documentos

y libros. Por ello mis principales objetivos son:

= El estudio del dilema alrededor concepto fisico del tiempo, asi como el papel

del mismo en la mecanica cuantica.

= Ampliar y profundizar mis conocimientos matematicos en diferentes ambitos

como la Teoria de grupos, algebras de Lie, bases de Cartan, etc.



= Ser capaz de comprender, replicar y explicar los diferentes procesos llevados a
cabo en el articulo cientifico seleccionado, ampliando y explicitando los calculos

y derivaciones hechos en el mismo.

1.4. Metodologia

Sobre la metodologia de trabajo que he seguido durante la realizacion de este
trabajo de investigacion se podria decir que esta basado en los diferentes pasos que
se suelen seguir para conseguir la resolucion de problemas, ya que mi experiencia
en la realizacién de este trabajo se ha basado un poco en eso, ir resolviendo las
dudas que me han ido surgiendo para luego poder reproducir correctamente todos

los célculos.

En primer lugar, trabajé el texto realizando apuntes y anotaciones acerca de
la informaciéon méas relevante del documento, apuntando féormulas importantes y
buscando informacién en otros articulos o libros mas elementales, con los cuales

ampliar la informacién obtenida en el articulo.

Seguidamente, una vez comprendidos y ampliados los conceptos que cref suficien-
tes en un inicio, procedi a la demostracién de las formulas del articulo por mi propia
cuenta y a mano. Matizo el, en un inicio, debido a que hubo que hacer multiples
ampliaciones posteriores debido a nuevos conceptos desconocidos que aparecieron

durante el desarrollo de las diferentes formulas.

Por 1ltimo, tras tener todas las demostraciones solo quedaba plasmar toda la
informacion recopilada en el trabajo tratando de explicar de la mejor manera cada
paso concreto de la demostracion. Con ello no quiero decir que el trabajo original
estuviera mal explicado, si no que, al tratarse de un tema tan complejo y al relatar
un mecanismo que trata de ser lo mas general posible (tal y como veremos mas
adelante) en un nimero de paginas finito, es natural que alguno de los pasos que se

siguen en el mismo resulten no triviales.



2. Fundamentos y Desarrollo Tedrico

2.1. Contexto Historico del Problema

Generalmente cuando uno piensa en una magnitud fisica, normalmente la en-
tiende como una caracteristica medible de un sistema, a la cual se le puede asignar
un valor con unas unidades determinadas. La posicion, la carga, la masa o la tem-
peratura, son algunas de las principales y todas ellas comparten una caracteristica
en comun, todas ellas tienen un papel més o menos definido para toda la fisica.
Incluso en la fisica cuantica, pese al entrelazamiento o al principio de incertidumbre,
la posicién de una particula, sigue definiéndose como la localizacién que se da a la
misma respecto a un sistema de referencia dado. Lo mismo se podria decir también
de otras magnitudes como la energia, la cual, si bien puede tener diferentes férmulas
en funcién del tipo que se calcule, esta siempre se podra reconocer como la capacidad
de un objeto de realizar un trabajo o de provocar un cambio. Sin embargo, esto no
ocurre cuando se habla del tiempo, cuya interpretacion ha ido variando a lo largo
de los anos, sucediéndose multiples interpretaciones acerca del papel que juega esta

variable en el universo.

(1687) Desde el punto de vista cldsico o newtoniano se entiende el tiempo
como una variable universal para todos los observadores de manera que, mientras
que todos los observadores sincronizasen sus relojes de manera apropiada, todos
observarian ocurrir los eventos en los mismos tiempos exactos (Taylor, 2005). Sin
embargo, como ya sabemos, posteriormente se conocié que esta visiéon era incomple-

ta y solo vélida para velocidades mucho mas pequenas que la de la luz.

(1905) No serfa hasta mucho después cuando Albert Einstein publicaria sus
teorias de la relatividad especial y general, donde se daria una definicién més precisa

de tiempo. En ella se postula la velocidad de la luz en el vacio como invariante



independientemente del sistema de referencia, a diferencia de las distancias y del
tiempo, los cuales se contraen o dilatan en funcién de velocidades relativas entre
los sistemas de referencia o incluso a raiz de la presencia de campos gravitatorios.
Ademas, define el tiempo como una dimension mas, obteniendo una variedad cua-

tridimensional conocida como espacio-tiempo de Minkowsky.

(1925-1927) Posteriormente, con la aparicién de la mecénica cuantica formu-
lada por Heisenberg, Schrodinger y compania, se formularia una nueva forma de
entender el tiempo. En esta nueva rama de la fisica, el tiempo no es un observable
como la posicién o la energia, sino que solamente se encontraba presente como forma
de hacer evolucionar un sistema en el propio tiempo o al menos eso se creia en un
principio. Ademas, en esta teoria también se introducen conceptos novedosos como
el colapso de la funcién de onda al realizar una medicion en el sistema cuantico de

manera instanténea.

(Actualidad del problema) Mientras que la relatividad nos brinda un marco
consistente y cuya compatibilidad con la mecénica clésica Newtoniana es absoluta,
la cuantica nos habla del tiempo como una magnitud externa a la teoria y no re-
conocible como observable. Las grandes discrepancias entre ambas teorias presenta
una gran incégnita a la hora de valorar una de las magnitudes més importantes en
nuestra vida cotidiana, que es si es posible la existencia de dos versiones diferen-
tes del tiempo. Para responder a esta pregunta utilizaré el mecanismo de Page y
Wooters (Foti et al., 2021), el cual ofrece una visién diferente del tiempo desde el
punto de vista de la mecénica cuantica, negando la existencia de estas dos versiones

y afirmando que el mismo tiempo es consecuencia del entrelazamiento cuantico.



2.2. Mecanismo de Page and Wooters

Las principales discusiones sobre la existencia o no de diferentes versiones del
tiempo surgen a partir de la separacion o diferenciacién entre sistemas que se com-
portan de manera cuantica con aquellos que se comportan de manera clasica, como
si estos formasen parte de realidades completamente distintas y desconectadas la
una de la otra. Esto no ocurre en teorias como la de la relatividad, ya que el limite
entre relatividad general y la mecdnica cldsica estd muy bien determinado (veloci-
dades mucho menores a la de la luz y presencia de campos gravitatorios estdndar),
cosa que no siempre ocurre en la mecanica cuantica. Por ello, si nuestro objetivo es
conseguir demostrar que la magnitud temporal es la misma para ambos regimenes
de la fisica deberemos de utilizar algiin tipo de estados cuanticos que sobrevivan a
lo que conoceremos como limite clésico, es decir, aproximacion a grandes N o lo que
es lo mismo, aproximar nuestro sistema cudntico a un sistema macroscopico. Para
ello utilizaremos los conocidos como CGS o Estados Coherentes Generalizados en
castellano, sin embargo estos los explicaremos mas adelante. Finalmente al aplicar el
limite clasico sobre el sistema que definiremos a continuacion deberemos ser capaces
de obtener tanto las ecuaciones de Schrodinger para un sistema cuantico, como las

ecuaciones del movimiento de Hamilton para ese mismo cuando tiende al limite.

Sin embargo, antes de adentrarnos, es necesario presentar el sistema ¥ en
cuestion. Este estd compuesto por dos subsistemas, a priori cuanticos, no interac-
cionantes, pero que se encuentran en un estado de entrelazamiento. Uno de ellos se
comportara como nuestro reloj C', mientras que el otro seré el sistema que evolucione

en el tiempo, conocido como I'.

U =C+T. (1)

También cabe mencionar que, bajo el mecanismo de Page and Wooters (PaW), el

tiempo t se conocera a partir del estado en el que se encuentre el sistema reloj,



ademas de partir de cuatro premisas iniciales.

1. El reloj no interacciona con el sistema al que proporciona este tiempo t.
2. Ambos sistemas estan entrelazados.

3. Ambos sistemas son autoestados del Hamiltoniano que describe el espacio

completo y su autovalor serd igual a cero (Giovannetti et al., 2015).

4. El sistema ¥ es un sistema aislado.

2.3. Inciso Teoria de Grupos

Antes de comenzar con la explicacion y recreacion de los propios desarrollos
realizados en adelante, es necesario tener claros los siguientes conceptos de grupo,

subgrupo y las diferentes clasificaciones que hay de los mismos.

» Definicién: Conjunto G que cuenta con una operacién () gracias a la cual se

cumplen los siguientes axiomas sobre el propio conjunto G:
e Cerrados: V g, f € G se cumple que; g- f = h, h € G.

e Asociatividad: V g, f, h € G se cumple que; (g-f)-h=g¢g-(f-h),he G

o Identidad: 3 un elemento del grupo I € G tal que g-1 =1-g = g,
Vg € G.

e Inversa: V g € G 3 un elemento g~' € G tal que a-a~! = I.

» Clasificacion: Es posible clasificar o diferenciar grupos en funcién caracteristi-
cas que, si bien no son definitorias de todos los grupos, si son bastante comunes

entre ellos:

e Abelianos: Aquellos que V g, f € G cumplen que; g- f = f - g.



e Finitos: Aquellos cuyos componentes pertenecientes al grupo G son fini-

tos.

e Discretos o Continuos: Los grupos seran generalmente discretos y

seran continuos solo si contienen una topologia.

= Subgrupo: H sera un subgrupo de G si este conforma un subconjunto del grupo

G, el cual cumple por si solo las caracteristicas necesarias para conformar un

grupo.

2.3.1. Grupos de Lie

Los grupos de Lie G se definen como aquellos que conforman una variedad dife-
renciable (C'*) y continua, en los que las operaciones multiplicacion o« : G x G — G
e inversién 3 : G — G son mapeos continuos respecto a la topologia, convirtiéndolo
asi en un grupo topoldgico. Por otra parte, también es importante mencionar que, al
igual que la mayoria de grupos, estos tienen una forma matricial siendo uno de los
méas importantes el Grupo General Lineal GL(n,R) (para nimeros reales) GL(n,C)
(para nimeros complejos). Este grupo esta conformado por el conjunto de matrices
invertibles n x n, el cual es tanto continuo como diferenciable. A su vez al ser este un
grupo muy extenso, abarca multiples subgrupos, los cuales, en consecuencia también
son Grupos de Lie (Teorema del subgrupo Cerrado). Todos ellos en conjunto son

conocidos como el grupo Matricial de Lie.

Geométricamente un Algebra de Lie es la linealizacién del grupo cerca del origen.
Al tratar con grupos en su forma matricial es posible calcular las linealizaciones
de manera explicita partiendo de una matriz M perteneciente al grupo y cuyos n
parametros son reales. Asi como ya hemos mencionado anteriormente expandiremos

la matriz cerca de la identidad de manera que:

M=1+:L.



Siendo L las matrices obtenidas a partir de la matriz original de tal manera que se
trataran de matrices hermiticas imaginarias. Ademas, esta matriz L. podra deberd
ser descompuesta en sus bases Li, Ls...L,, las cuales se definen como las bases ge-
neradoras infinitesimales del grupo de Lie, para asi definir el vector dimensional del

espacio de matrices L que cumplen sus mismas condiciones.

L = i 0;L;.
=1

Entonces encontramos que, dos elementos del grupo M y M’, con sus respectivas
expansiones M = [ +iL,M' = [ +iL’, conmutaran si [L, L'] = 0, mientras que a su

vez para comprobar eso seria necesario el calculo de:

d
[Li, LJ] = Z CijkLk'
k=1

Definiendo de esta manera el algebra del grupo de Lie, es decir, vector del espacio V
de combinaciones lineales de generadores L; con una operacién lineal [-,-] : V xV —
V, donde a ¢;j; se las conocen como las constantes de estructura y se calculan a

partir de de los generadores del grupo (L;).

Formalmente se define el espacio vectorial V de un cierto campo o grupo M
(generalmente toméndose los reales de la clase), en conjunto con una operacién

binaria [-,-] : V x V' — V o braket de Lie el cual debe de satisfacer:

1. Bilinealidad: Va,b € F'y Vx,y,z € V se cumple que:
Jaz + by, 2] = alw, 2] + bly, 2

[z, ax + by] = a[z, x| + b[z, ]

2. Antisimetria:[z, y] = —[y, ] para todo z,y € V.



3. Se cumple la Identidad de Jacobi para todo x,y,z € V
['777 [y7 ZH + [:L‘, [:zr,y]] + [yv [2733” =0

(Ejemplo del Algebra su(2)): El grupo SU(2) estda compuesto por matrices uni-
tarias (UUT = UTU = I) 2 x 2 cuyo determinante es igual a 1. De esta manera
para obtener su algebra deberemos de seguir los pasos marcados anteriormente. En
primer lugar llevaremos a cabo la expansién a primer orden U = I + ¢L, para asi
posteriormente comenzar con el calculo de las matrices L, que, de manera general,

podrian definirse de la siguiente forma:

L= )
c d
Seguidamente calcularemos los coeficientes (a, b, ¢,d € C) en funcién de las condi-

ciones impuestas por el problema. Por una parte sabemos que estas matrices tienen

que ser unitarias, por lo tanto:
UU' = (I +iL)-(I+iL) =1.

Para que esto se cumpla L=L!. Seguidamente utilizaremos la segunda condicién

para que una matriz se considere parte del grupo a través de:

. 1+a b
|U| ~ |I +iL| =
c 1+d

=(1+a)(14+d) —bc=1+d+a+ ad— be.

Que a primer orden queda como:

Ul~14+a+d=1.

De esta manera queda que a = —d y por lo tanto podemos describir la matriz L
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como una matriz sin traza quedando como:

t1 ty ity
L= ( )
ty —ity  —ty

Asi, para cualquier numero real t1, to, t3,la matriz sera hermitica, sus terminos diago-
nales son reales e iguales pero de singo contrario, mientras que aquellos que entesen

fuera de la diagonal principal seran complejos conjugados entre ellos.

De esta manera el dlgebra de Lie su2 es entonces tridimensional y una posible

base natural pura en el espacio vectorial se podria expresar tal que:

1/0 1 1/0 —1 1/1 0
T1:§ ;T2=§ ;T2:§ : (2)
1 -0 1 0 01

Sus conmutadores quedan como :

(Th, Ty] = iT5; [Th, T3] = iTs; [Ty, T3] = iT7; (3)
3
(T3, T5] = ij Z €i gkl (4)
=1

2.4. Demostraciones Iniciales

Tras esta descripcién basica del sistema global que estudiaremos, asi como la
explicacion de ciertos conceptos que seran muy repetidos a lo largo del trabajo,
ahora si, pasaremos a demostrar la premisa principal del articulo. No existe tal
cosa como tiempo cldasico y cudntico, el tiempo es uno solo y es consecuencia del

entrelazamiento entre un sistema que actiia como reloj y el sistema a estudiar.

Para ello, primero definiremos el estado total de nuestro sistema o estado puro
como |U)). Este abarca tanto el sistema C' como I" donde la notacién de doble braquet

hace referencia precisamente a que el espacio de Hilbert del sistema completo es igual

11



al producto tensorial de los demas espacios, es decir, H, = Hce @ H_. Este puede ser

definido en su forma mas general tal que:

) = cel) ® 1), ()

€

donde {¢}¢ y {€}r son bases ortonormales de H¢ v Hr respectivamente, mientras que
cy¢e € C se tratan de los prefactores del estado y cuyo médulo cuadrado representard
la probabilidad del estado de manera que e |c,¢|? = 1. Sin embargo, esta serfa una
forma general de representar un estado cudntico ! cosa no demasiado interesante.

Mas adelante definiremos una version parametrizada de la misma, utilizando por fin

los GCS.

Por otro lado, definiremos el Hamiltoniano del sistema como
ﬁ:ﬁc®ﬁr—ﬁc®ﬁr, (6)

donde H¢ es el Hamiltoniano del sistema del reloj Hy es el del sistema estudiado
y ﬁc sr son las respectivas identidades y donde cabe mencionar ademas que el signo

negativo es irrelevante, aparece por notacién (Foti et al., 2021).

Recordando la tercera premisa y sabiendo que el estado completo del sistema

estd compuesto por las bases vistas en la ecuacién (5) obtenemos
H[W)) =0 (7)

Esta resultard una ecuacion vital en el desarrollo de la demostracion ya que de ella

acabaremos obteniendo la expresién final del tiempo.

Como ya he avanzado antes la version del estado general (5) pese a ser la méas

general no nos podra ser de utilidad, ya que esta compuesta por estados cuanticos

'Donde la notacién |-)) hace referencia a que es un estado conformado por dos estados perte-
necientes a espacios de hilbert diferentes.
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comunes, los cuales no cumplen con los requisitos requeridos para sobrevivir al pa-
so del limite cuantico al clasico, a diferencia de los GCS. Estos se diferencian de
los estados comunes anteriormente mencionados en que tienen una correspondencia
total 1 a 1 2 con los puntos de una variedad diferenciable, la cual contard con las

caracteristicas requeridas para tratarse de una variedad de espacio-fase clasica.

La primera gran aparicién de los Estados Coherentes Generalizados es en
el &mbito de la éptica cudntica con los estados coherentes de Glauber (Zhang et al.,
1990), los cuales aparecian como autoestados de la funcién de coherencia del campo

electromagnético. Glauber los describiria a partir de tres definiciones :

» Definicién 1: Los estados coherentes, de momento |a), son autoestados del
operador aniquilacién del oscilador arménico, es decir que a|a) = o|a), con «

un nimero complejo

= Definicion 2: Los estados coherentes pueden ser obtenidos aplicando un ope-
rador desplazamiento D(«) (en nuestro caso lo conoceremos como operador
diagonal) sobre el estado vacio, o base, del oscilador arménico. |a) = D(«)|0)

y donde el operador desplazamiento queda definido como:

D(a) = elo@' o), (8)

= Definicion 3: Los estados coherentes son estados cuanticos con un principio de

incertidumbre de Heisenberg minimo. (Ap)*(Ag)? = (3)?

Con esta primera versién, unicamente valida para sistemas cuyo comportamien-
to se asemejase a la de un oscilador armoénico, se crearon los Estados Coherentes
Generalizados. En un principio su generalizacién intento realizarse a través de, val-
ga la redundancia, generalizar las definiciones anteriores. No obstante, debido a las

dificultades para generalizar alguna de las definiciones, unido al hecho de que la

2He aqui la supervivencia al limite anteriormente mencionada.
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diferente forma de generalizarlas daba como resultado valores muy dispares se opté

por otro camino de generalizacién.

En su lugar consideraremos que un estado es coherente cuando puedan ser cons-
truidos de la misma manera que los estados coherentes de Glauber. Partiendo de
un Hamiltoniano cualquiera deberemos de identificar tres inputs necesarios para su

construccidn:

1. El grupo de Lie G con su respectiva dlgebra g y sus operadores {T;} cerrados
bajo las conmutaciones tipicas de las dlgebras de Lie (para mayor informacién
sobre grupos y élgebras de manera en la seccién (2.3)) [T, T;] = >, ¢k
Ademas también cabria mencionar que de tratarse g de un algebra semi-simple
(como es en nuestro caso) entonces el conjunto {7;} convendria transformarlo
en un conjunto de Base de Cartan estdndar, aunque de nuevo ya nos centra-

remos en eso mas adelante.

2. Caracterizacion del espacio de Hilbert H en el cual debe de estar incluido la

representacion irreducible del grupo G.

3. Definicién del elemento o estado de Referencia, esta eleccién es arbitraria,
pero normalmente es elegido el estado con mas peso dentro del espacio, ya que
la eleccién del mismo condiciona sobremanera la construccion de los estados

coherentes |G).

Una vez identificados los inputs debemos seguir los siguientes pasos para final-

mente obtener nuestros GCS:

1. Encontraremos el subgrupo de méaxima estabilidad, es decir el subgrupo de
F € G cuyas componentes no alteran el estado de referencia, anadiéndole

como méximo una fase f|G) = e~|G).
2. A partir del mismo generaremos el coset G/F. En este todos los elementos

14



g € G tienen una descomposicion en funcién de las componentes de F y de
G/F g=QfgeG;feF,QeG/F.
3. Finalmente con todo esto ya tendriamos nuestros estados coherentes a través

de Q|G) = Q).

Sobre ellos es importante mencionar que estan normalizados pero que no orto-

gonales (Foti et al., 2021). Ademés de que sus valores esperados se calculan como

(Q10) 19) = 0(Q).

Una vez definida la obtencién y forma de los GCS ya podemos volver a la

parametrizacién de |¥)) a la cual se llega partiendo de los siguientes pardmetros:

L Joypr AQUQ(QD) = Ly

2. x(Q) = e 37 1 (QFP

3. () = Z§<Q|§>CW§

4 16(Q) = o7 2, L)

En primer lugar, a partir de la ec. (5), y multiplicando por la identidad nos

queda:

7)) = / (@IS eel) @ ),
v €

reescribimos para mayor claridad pero aqui podremos sustituir por el pardmetro (3.)

[ @I 33 el o 1 = [ au@ie) Y L@
v o€ v

Ahora para sustituir la expresién (4.) x(€2), multiplicaremos y dividiremos entre la

misma, quedando

[ @) 3 £@) = [ au@ion@lo).
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Obteniendo finalmente la parametrizacion deseada

W) = [ du@p@I16(0) ©)

Para una mayor claridad explicamos termino a termino:

1. du(Q2) : Invariante con respecto a los elementos de G¢ y asegura un que es un
set completo de H¢, debido a que genera la identidad tal y como antes dijimos

solo que ahora nos referimos al sistema del reloj tal que:
[an@imie) -t

2. x(92) : Se define tal y como se ha mostrado anteriormente a excepcién del

factor de fase arbitrario tal que:

X(Q) = 10 () /Z £ ()2 = em(m\/ZchdQM
v 7€

3. |2) : Es un estado coherente generalizado del Reloj. En nuestro caso es ge-

nerado a partir del grupo de Lie G¢ asociado con su algebra y por tanto
pertenecen al Hamiltoniano He donde 2 = (24,0, Q3,...,Q,, ) v © € C son
los puntos dentro de una variedad diferencial M bidimensional con estructura

simpléctica donde m es la dimensién de g¢.

4. |p(Q)) € Hr : Describe el estado I' y dependiente de 2, aunque esa dependencia

solo aparecerd si |¥)) es un estado entrelazado.
1
o) = —== S £
|6(82)) @2 A1)

5. x*(Q) : Distribucién de probabilidad normalizada de la variedad M. relacio-

nada con el entrelazamiento de |¥)) donde: Si |¥)) estd entrelazado x*(Q) serd
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una superposicién de distribuciones normalizadas | ", ¢, (Q€) [,

Una vez explicados los diferentes elementos de la parametrizacion, asi como la
generacion de los estados coherentes generalizados, es necesario realizar un estudio
del algebra del sistema. Ya hemos adelantado que el grupo al que pertenecen estos
estados generalizados es al grupo dinamico G, ya que se tratan de estados de un
sistema que evoluciona en el tiempo, mientras que su algebra es un algebra de Lie g
semisimple. Esta puede ser descrita a partir del conmutador de dos de los elementos
del algebra, lo que devuelve una constante de estructura por un tercer elemento del

propio algebra de la siguiente forma.
T, T3] = T (10)
k

No obstante, tal y como se menciona mas arriba en la pagina (14), resulta mucho
més conveniente transformar el conjunto anterior con el objetivo de obtener una
descomposicion de Cartan. Para realizar estas descomposiciones unicamente necesi-
tamos definir, por una parte, los operadores diagonales { D, } y los operadores escalera

A

{Rmn, R_,,} mientras que por otra, las reglas de conmutacién entre los mismos

[Di, D;] =0 (11)

[Di, Ry] = dig R (12)
(R, R_n] = Zdimf)l (13)
Ry Bor] = Conns B (14)

Si nos fijamos, es facil ver que estas reglas de conmutacion funcionan de manera
parecida al algebra de un grupo, definiendo la estructura del mismo a través tanto
de las constantes de estructura, como de los propios conmutadores. Por lo tanto,

serd a partir de estas, con las que consigamos definir todo el conjunto de opera-
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dores y estados que nos llevaran hasta la demostracion de la premisa del articulo,

comenzando por el Hamiltoniano y los estados del reloj.

Como ya se ha mencionado al comienzo del paper, si lo que se quiere demostrar
es que el tiempo es una magnitud independiente del la magnitud de un sistema?® el
“reloj”, o mas bien sus estados, deberan de soportar correctamente el limite clasico,
que ya concretaremos mejor mas adelante. Para ello, definimos los GCS del reloj,

asi como su Hamiltoniano.

En el paper original el Hamiltoniano del reloj es descrito en funciéon inicamente

del primer operador diagonal del algebra D de la siguiente manera.
He = ¢Dy + ke, (15)

donde k se trata de una constante real arbitraria, (?> puede valer tanto 1 como -1,
implicando esto que ¢ pueda valer tanto 1 como ¢ respectivamente, mientras que ﬁo
es la identidad € H . Cabe mencionar que, si bien la configuracién del Hamiltoniano

podria ser otra completamente diferente, esta tiene varias ventajas.

En primer lugar su conmutador consigo mismo asi como con otros operadores
diagonales siempre serdan iguales a cero (férmula 11). Ademaés el valor de la variable
¢% también nos aporta informacién de lo méds valiosa con respeto a la variedad M,
siendo compacta?* para cuando es igual a 1 y al contrario para el caso no compacto.
Por tltimo, cabe mencionar que con esta estructura siempre es posible conseguir un
Hamiltoniano que sea hermitico a partir de definir tanto el operador creacién ani-
quilacién del sistema, asi como las constantes ( y k, tal y como muestra el siguiente
desarrollo

HoHE = ALH: =10

HoHY = k1o + k(IeDy — k(I DI — e

3Es decir que no importa si el sistema del que se habla es macroscépico o cuantico.
4Una variedad es compacta cuando se trata de una variedad cerrada y acotada, las traslaciones
te dejan dentro de la variedad y los valores son finitos.
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HeH), = (K + ). (16)

Podemos concluir por lo tanto, que al definir de esta manera el Hamiltoniano del
sistema C tenemos la posibilidad de describir multiples tipos de espacios diferentes a
través de una tnica estructura, reafirmando la generalidad que tenia como objetivo

el articulo Foti et al., 2021.

Una vez definido el Hamiltoniano nos centramos en los Estados Coherentes
del mismo. Recordando los inputs necesarios para obtener estados generalizados,
(pdg. 14), aun no hemos definido nuestro Estado de Referencia o estado base
|G). Este serd el estado de minimo peso dentro del sistema, lo que significa que, al

aplicarle el operador aniquilaciéon obtendremos.

R, |G) = 0. (17)

Mientras que por otra parte, si el operador aplicado es el operador diagonal lo que
se obtiene es.

D;|G) = ¢:|G) . (18)

Anélogamente son exactamente los mismos casos que al aplicar, en el caso del osci-
lador arménico, ambos operadores sobre el correspondiente estado base del oscilador
(@]0) = 0y N|0) = 0]0)) lo cual, en el fondo, tiene sentido ya que originalmente
los estados coherentes fueron utilizados para estudiar el oscilador armoénico. Tam-
bién resulta interesante estudiar el estado base aplicado sobre el hamiltoniano del

sistema.

He|G) = (CDy + Klo) |G)
(D1 |G) + kIc|G) = g1 |G) + k|G) = (Cg1 + k) |G)

I:—,C|G> =6 |G). (19)
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Esta ¢ = (Cg1 + k) podria considerarse como el estado energético mas bajo del
reloj y, si bien podria considerarse como 0 al poder elegir el valor de la constante
arbitraria k (tal y como se hizo en el articulo Foti et al., 2021), yo he preferido no
darle ningtn valor ya que a priori no sera algo en lo que se centre este estudio. Por
otra parte, si aplicdsemos el hamiltoniano a otro estado diferente al basico, resulta
evidente pensar que obtendriamos otro autovalor € tal que € o< (dy,,. Al tratarse del
autovalor del hamiltoniano, este valor se podria interpretar como la energia de C,

por lo que deberd ser siempre real y positivo.

Prosiguiendo, una vez definido nuestro estado base ya podremos generar nuestros

CGS que tendrén una forma similar a la vista en (8) quedando de manera similar a:
Q) = e@fn=9"Fn) |Gy (20)

Donde m = (1,2,3, ..., M) y por lo tanto R, = (]:El,fig, fiM) Sin embargo, hay
que tener en cuenta una pequena sutileza, tal y planteamos antes € debe de ser un
nimero real y positivo Vm, de manera que en funcion del valor que tenga ¢ habra
algunos valores de dy,, y por tanto de m que no estén permitidos. Teniendo en
cuenta este detalle podriamos decir que nuestros estados quedarian restringidos a

Q=(0,0,...,2,,...) donde €, € C aunque a partir de ahora utilizaremos:
A=Q,, = pe (21)

con p € [0,00) y p € (—00,00) siendo dos pardmetros que tendran mucha impor-
tancia en el futuro. Ademas, usando las formulas BHC cercanas a go se puede ver
que:

A) = Q) = Net B |G) (22)

donde A = |tan (Cp)le ™ y N, es el factor de normalizacién (para una mejor com-

prensién del cambio revisar Foti et al., 2021).
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Ademas a partir de la regla de conmutacién de Cartan (12) podemos obtener,
[He, e fn) = eA*Rype P, (23)

A partir de la formula general de los conmutadores, este resultado nos da una idea
aproximada de que la aplicacion de la exponencial sobre el hamiltoniano devolvera
A* B,

algo similar a eA*R,,e , ya que:

[ﬁc, GA*Rm] = ﬁc . GA*Rm — GA*Rm . ﬁc.

De cumplirse lo anterior, se podria decir que el resultado anterior es muy similar a

%e/\ Rm  comprobéandolo explicitamente vemos:

4 xR — L (tan o)) R

dy dp
* d A .
M Fm . | tan Cp|Rpe’? = (24)
dy

iN*R,, e fim
Finalmente comparando ecuaciones se concluye que:
T AR - d g
Hee® ' = —je—e™ ', (25)

aunque resulta importante mencionar que, al no conmutar y conociendo[A, B] =
—[B, A] si la operacién se lleva a cabo de manera inversa la formula anterior queda

COIMo:

* ~ d *
NP [ = ie%e/\ B, (26)

Por ltimo, terminando al completo el analisis del sistema C, aplicaremos el au-
toestado coherente generalizado del reloj sobre el hamiltoniano Hgo obteniendo un

resultado para nada inesperado:

(A He 0) = ie%u ) (27)
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Definido practicamente al completo el sistema de C, ya podemos continuar con
el grueso de la demostracién. Para ello lo primero que tendremos que realizar es
definir el producto interno parcial (-|-)), que bésicamente consiste en la realizacién
del producto interno de dos elementos tales que Ho ® H — Hr. Seguidamente
proyectamos (22) sobre (7)

AW =0, (28)

donde recordamos que H y |¥)) tienen formas (6) y (9) respectivamente obteniendo
entonces:
(N[ He W) — (A Hp|¥)) =0

o d -
ie g (A1) = e (3 0)

% 1,(0) = fIr |9,(¢)) (20)

donde definimos |®,(¢)) como un elemento no normalizado de H_, en la que se

resalta la dependencia en p y ¢, ademas de la importancia de estas variables.

Es facil ver el parecido entre la ecuacién (29) y la ecuacion de Schrodinger:

.0 . . d .
tho, |) = H|T) €0 [©5()) = Hr [®,()) ,

en la que veriamos como el rol de A seria tomado por € mientras que el del tiempo

tendria la siguiente férmula:

h
t=—
e (30)
con la cual explicitamente se consigue:
h d ed d d
dt =—dp > — = —-— > h— =e—.
T W T hdp  ar T Cdy

Sin embargo pese al extremo parecido entre ambas ecuaciones aun no puede decirse
que se trate de una TDSE (Time Dependent Schrédinger Equation), ya que |®,(¢))

es un estado no normalizado, aunque sin embargo albergamos esperanza en estas

22



% (®,(0)| @p()) = 0, de lo que se concluye que pese a no

ecuaciones ya que
estar normalizados al menos tienen una forma finita, intuyendo asi la posibilidad de
obtener una version normalizada de la misma, aunque antes de ello serd necesario

estudiar en profundidad p y .

Ademas, si volvemos con el operador R,,, uno puede definir un “operador de

fase” a partir del médulo cuadrado del mismo operador, de tal manera que si:
~ 2 ~ ~ 'i-
|Rn|* = Ry R

el operador podria ser redefinido tal que:

~

Ry = fe . (31)

Este operador de fase podria ponerse tanto en forma exponencial como de senos y
cosenos. Ademas cabe mencionar que, esta no seria la primera vez que aparece un
término de fase en este trabajo, tal y como se puede ver en la ecuacién (21), lo que
nos hace sospechar de la posible relacién entre operador y parametro. El caso es que
de la misma manera que con (23) el conmutador de H¢ parece actiia de nuevo de la

misma manera que con el conmutador anteriormente mencionado quedando:

. . d . .
[He, sin ¢ = ie— sin ¢ = ie cos ¢, (32)
dg
por lo que se podria concluir consecuentemente que:

AHoAsing > |§<cos<5> . (33)

Resumiendo hasta este momento del trabajo hemos obtenido y definido las
multiples variables necesarias para entender el sistema C' asi como comprobar la
interaccién de sus autoestados tanto con el hamiltoniano del propio reloj, como con

el del sistema completo, consiguiendo obtener varios hilos de los cuales seguiremos
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tirando en los siguientes apartados.

Por una parte, en primer lugar, parece haber una clara relacion entre el hamil-
toniano del reloj y la energia del sistema I relacionadas a partir de la ec. (29). Otros
dos elementos que parecen estar claramente relacionados son g% y @ a través de las

ecuaciones (21,23,31,32).

En segundo lugar, al poder estar relacionadas tanto H¢ con la energia, como
é con ¢ y por tanto con el tiempo ec. (30), veremos que es obtener a partir de la

ecuacion (33), el principio de incertidumbre energia tiempo.

En tercer lugar, recordando que m es un subindice arbitrario, pero que debe
de garantizar tanto que € como x(€2,,) # 0, podemos decir que existe una cierta
combinacién lineal hermitica de operadores escalera R,, RI que son accesibles por

C'y cuyas medidas nos dan informacién de ¢ y por lo tanto del tiempo.

Por 1ultimo, en relaciéon de nuevo con el tiempo, hemos obtenido una férmula
de lo que a todas luces se debe de comportar como el tiempo en nuestro sistema
global. No obstante, al tratarse de un sistema completamente cuantico, de momento,

solamente podria considerarse como una férmula para el tiempo cuantico.

h
tou = —p. (34)

2.5. Reloj Clasico para un Sistema Cuantico

El siguiente paso entonces, ya que hemos conseguido una férmula del tiempo
cuantico a partir de aplicar los estados del reloj sobre diferentes operadores, serd
aplicar el limite clasico que tantas veces se ha mencionado a lo largo del trabajo.
Es decir, que se asumira que el reloj cumple con las caracteristicas necesarias para
comportarse como un cuerpo macroscopico, cosa que no deberia de ser un problema

ya que hemos definido los estados del mismo como coherentes.
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El aplicar el limite tiene una consecuencia principal, el paso de valores discretos
a continuos. De esta manera el producto interno entre dos estados se transformaria

de la siguiente manera:

fm ((Q)) — §(Q — ). (35)

N—o0

Asi, los estados cuanticos pasaran a identificarse como puntos dentro de la variedad
clasica de espacio-fase M del reloj. Por otra parte, en cuanto a los observables,
solamente se mantendrian con sentido fisico aquellos cuyos valores convergiesen en
lugar de volverse infinitos, es decir:

Q] A[Y)

NI%(W < o0. (36)

Recordamos también que, intentando encontrar la TDSE convenimos que al
no estar normalizado |®,(¢)) no se podria establecer (29) como la ecuacién de
Schrodinger, por ello pasaremos a buscar una manera de encontrar esta norma-
lizacién. Para ello, tal y como hacen en el paper, es necesario darse cuenta que

(@,(0)] P,(0)) = x*(\) cuando se tiende al limite clésico del reloj.

2,6 = [ du(@) (N2 [6(9)

(@,(0)] ®,(¢2)) = / AN (A 2) (6(2) [ 6(22)
@) 2u(e)) = [ il

(@,(9)] @,(¢)) = / N

Tal y como se describe en la pag.(15) x%(p) se trata de una distribucién de probabi-
lidad normalizada, por ello conseguimos la normalizacion del estado de la siguiente

manera:

9(0)) = : (37)
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Por lo tanto, la ec. (29), tras dividir a ambos lados de la ecuacién obteniendo:

ie|d()) = Hr [6p(¢)) , (38)

obteniendo, ahora si la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, donde este
sigue describiéndose como ¢ = h¥ y la dependencia con respecto a p de los estados

¢, sigue estando manifiesta en la notacién.

Seguidamente, repitiendo los desarrollos para el caso macroscépico y ademés
teniendo en cuenta el estado normalizado, volveremos a proyectar el GCS de C
sobre los diferentes observables del propio sistema que son, el hamiltoniano He y
el operador de fase definido como sin qAﬁ En primer lugar proyectaremos sobre (7),

obteniendo:
ALH ) = /Mdu(Q)X<Q) (N (He — Hr) |Q) |6(Q))

_ /M A, (X(Q) (N He [Q) — Fr (A1) [6(9))

_ MHc Q) - _
= [ du@n@ (S — ) @) o0 (39)

De manera que si tenemos en cuenta las ecuaciones (35, 36) para cualquier p tal que
X(p) # 0 sabemos que:
(Al He |)

A ATy <%

A He Q) 6(A— Q) < 00

(Al He |A) < 0. (40)

De esta ecuacion, obtenemos la confirmacion de que los autovalores del hamiltoniano
del reloj son niimeros finitos o convergentes, reforzando la teoria de que, a través de

ellos se podria conocer la energia del sistema I'.
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Siguiendo a partir de la ecuacién (39) y recordando la forma de |®,)

= /M d, () x () (A 2) [o(€2)) ((A] He ) — }A[F) _ 0
= [@,()) (Al Ho |A) = Hr) = 0

Helé,(9)) = (M Ho [N 16,())- (41)

Quedando definitivamente demostrado que

Hrldy(9)) = Er(p)|o(9)), (42)

y que por lo tanto:

Er(p) = (A He |A) - (43)

Esta expresion se puede calcular de forma explicita, aunque los diferentes pasos
son altamente no triviales. Para realizarlos es necesario partir de [A) = " |G),
donde W = Q,, Rl — Q* R,,, mientras que las constantes utilizadas anteriormente
como (, k o € ya las conocemos. Ademas de todo esto, nos valdremos de lo que se
conoce como la identidad de Baker-Campbell-Hausdorf, la cual, nos da una especie
de descomposicién en serie de conmutadores tal y como se aprecia en la siguiente

formula.
Ve X =y 4+ [X, V] +
En nuestro caso partimos de:
A Ho |\ =k + (A[CDy A =k + ¢ (Gl e DieV |@)

=k + (G (D + [W, D] + [W (W, D] + [W (W, W, Di]]] +..)|G)

3!

1
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He(p) = ea 220 (cos an/(2p) — 1), (45)

donde para obtener este resultado definimos a* = Y, dgm y ¢?0* = >, gidym. Poste-

riormente, ademds se escoge que (?a? = 2, lo que provoca que, tanto los operadores

\/2¢2

diagonal y creacion/destruccién queden multiplicadas por un factor~¥—-, de la mis-
ma manera que sus autovalores, obteniendo como resultado.
- eb?
He(p) = A He |A) = —- cos (2(p) — 1. (46)

En esta tltima ecuacién podemos observar un hecho muy interesante, He(p) no
depende de ¢ de ninguna manera. De hecho esta depende tinicamente de la variable
p, tal y como predecia la notacién que estdbamos utilizando y que ahora se ve
reafirmada, pudiendo decir sin miedo a equivocarnos que el hamiltoniano del reloj
nos sirve para obtener Er(p), mientras que, por otra parte descubrimos el papel de

p como el parametro del que depende la energia del sistema.

Por tltimo, partiendo de nuevo de los GCS |)) del reloj y aplicandolos sobre el
operador de fase, obteniendo de nuevo todo un desarrollo con la formula BHC del
cual finalmente se obtiene:

(Alsin g |\) — sin g

(47)
(A cos @ |A) — cos .

De esta manera, comparando con ec. (33) y tomando Ep(p) = He(p) junto con la

aproximacion para ¢ < tal que sin ¢ ~ ¢ obtenemos:

AEr(p)Ap = (48)

N

Por lo tanto, de nuevo, si tenemos en cuenta la definicién (34) queda indudablemente
definido tanto el principio de incertidumbre energia-tiempo, como el tiempo para la

mecanica cuantica.
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A través de todas estas demostraciones, es posible ver que la obtencién de esta
definicion del tiempo es consecuencia de definir nuestro sistema como un sistema
entrelazado de reloj y sistema cuantico, dejando implicito que este es consecuencia
del mismo entrelazamiento entre ambos sistemas. Por el contrario, pese a poder
argumentar que como el reloj es macroscépico, y por ende clésico, el tiempo medido
por el mismo deberia de serlo también, al tratar el sistema I' de manera puramente
cuantica no seria justificable que esta formula del tiempo pudiera ser utilizada sobre
un sistema clasico. Por tanto, para dar el trabajo por terminado deberemos de
obtener los estados coherentes de I', a partir de los cuales, tras aplicar de nuevo el
limite clasico ahora para todo el sistema, obtendremos las ecuaciones del movimiento
de Hamilton con una pequena variacién, donde deberia de estar el tiempo aparecera

nuestra variable %gp.

2.6. Reloj y Sistema Clasicos

Como hemos mencionado en el parrafo previo, si queremos que nuestro sistema
pueda describirse de manera similar pero sobreviviendo al limite para N >, debemos
recurrir a los GCS pertenecientes al sistema en evolucion, es decir, estados que
perteneceran a un algebra de lie gr en lugar de go. Estos estados seran llamados
como {|vy)} donde v = (v1,72,73, -..,7;) donde v € CVj y donde ademds .J estard
relacionado con la dimensién del dlgebra. Al tratarse de estados coherentes, cada |v)
se corresponde o identifica con un punto de la variedad Mr cuya dimensién serd de

2J.

Partiendo de la identidad del sistema T, Iy = [ du() |v) (7| vy aplicdndola sobre

el estado completo del sistema (9) obtenemos:

v)) = iy /M () ()2 [6(22))
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~

/M du(y) 1) (v | du()x(Q)]Q)]6(2))

Mce

~

_ / d() / dp(x()19) [7) (7] 6()
Mr Mrp

) = [ ) [ au@p@ . (49

donde 5(€2,7v) = x(2) |#(€2)), es una funciéon en M x Mr cuyo médulo al cuadrado
serd la probabilidad de encontrar a I' en el estado |y) con C encontrandose en el
estado |2). Dado que el sistema global se encuentra en una estado puro de |V)), la
funcién B(€2, ) serd diferente de cero si y solo si el conjunto (£2,v) € Mg X Mr, que
definen los estados |Q)®|y) € Ho®Hr, se encuentran presentes en la descomposicién

de GCS que cumplan la ecuacién (49).

De nuevo, seguidamente, aplicaremos sobre el hamiltoniano total del sistema
tanto el estado general de la ec. (49), como el estado coherente especifico [Q2,7) =

|0) ® |v) obteniendo:
@A) =0= [ au) [ du@pe) (@51 10.)

= / dﬂ(y)/ dp(Q)B(2,7) (2, 7| (He @ Ir — Hyr @ 10)[02,7)
Mr Mr

— [ ) [ @B (@ e 19) - (312) ~ 3] e ) - (1)
Mrp Mr

B : @) (LB )
- /M Sty /Mrdum)@m,www<Q|Q>< et - 60

Si a la formula anterior le aplicamos el limite N — oo lo que obtenemos no solo
es que ambos hamiltonianos sean nimeros no infinitos, sino que ademas, debido a

que la formula esta igualada a cero:
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Esto nos da una informacién muy valiosa, pues ambos sistemas, al comportarse
como sistemas clésicos, se regirian segin un mismo Hamiltoniano. Particularmente,
si consideramos aquel par (2, y) que hacen que 3(€2,~) # 0, donde como ya sabemos
Q= 1(0,0,....,Q2p,...,0,0,0), corresponden a los autoestados del reloj |\), se podria
decir que, conocidas las relaciones obtenidas a partir de las ecuaciones (42,46,45),
este par pertenece a una subvariedad (Us C Me X Ur C Mr), el cual contaria un

mapa F': Uc — Ur que se define como:

A €Ue —p—u el : Ho(u= F(\) = Hao(p). (52)

Con ello despejamos otra duda, comprendiendo ahora mejor la razén o més bien
la forma en la que la energia del sistema viene dada por el hamiltoniano del reloj.
Segin se observa en el desarrollo anterior podemos ver que a través del mapa F
que se relacionan A y por lo tanto C, con u y de esa forma con I'. En nuestro caso,
yva que la forma de F es arbitrario, consideraremos que la variedad Mr tendré una

estructura simpléctica® y que por lo tanto cuenta con un Darboux Chart®

{D:veMr—(¢,p) = (q1:01), (2, 02), (g3, D3), -5 (¢7,05)) € R*, (53)

tal que {q;, pr}r = h™'0;; donde h serd igual a una constante, y donde a partir de

ahora {-,-}r se conocerdn como los brakets de Poisson en Mr.

Esto nos relaciona la parametrizacién a partir de los estados GCS via vectores
complejos {7y} y {A} con pares de parametros reales (¢;,p;j). De todas las posibles
combinaciones posibles de acuerdo con la referencia Zhang et al., 1990 en el articulo
escogieron la siguiente (es posible elegir otras parametrizaciones siempre y cuando

la condicién (53) se cumpla, de manera que el resultado no vambiard demasiado)

5 .
°Variedad cerrada y no degenerada.
Ssistema de coordenadas locales de una variedad simpléctica.
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q; — i¢*p; = v;V2bC sin ((p)e ™%, (54)

con v € R/ un vector unitario constante tal que ; 0]2- = 1. Reescribiendo la férmula

anterior, descomponiendo la exponencial segin la identidad de Euler:
— i(*p; = v;V20C sin (Cp)(cos () — isin ()
q; — 1C°p; = v sin ({p)(cos (@) — tsin (¢

g; — i¢°p; = (cos (p)v;V2b( sin (Cp) — isin (p)v;v/2b¢ sin (¢p)).

Comparando términos finalmente concluimos que:

g; = v;v/26C sin (Cp) cos () (55)

by — ”ﬂ‘f” sin (Cp) cos (i), (56)

A partir de estos parametros, ya podemos calcular los brakets de Poisson estandar

sobre M¢
1 dfc 9g9c  dgc 3fc)
hb2Csin (2(p) " dp Do  Op Op

{fe.9c}e = (57)

Esto se cumple V fo, go pertenecientes a la variedad del C' donde ambas por cierto,
son funciones genéricas de la variedad. Sin embargo, sabiendo que si las funciones

elegidas para generar los brakets de Poisson son {¢;, Ho}c v {p;, Hc}¢ se obtiene:

. € dq]
. € dp]
(b Hel = £, (59)

y sabiendo que tanto p; como ¢; tendran la misma forma tanto para el reloj como
para el sistema estudiado, al igual que pasa con los hamiltonianos de ambos ec.(51),

podemos concluir que {.,.}r = {.,.}¢ consiguiendo entonces:
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€ dg;

{gj, Hr} = hdp (60)
G dp;

Ademas, recordando las propiedades de los brakets de Poisson, sabremos que
los brakets del hamiltoniano y las coordenadas locales nos dan como resultado las
ecuaciones del movimiento de Hamilton en las que, si observamos los parametros

que toman la funcién del tiempo en ellas se obtiene de nuevo:

h
ter = P (62)

Donde si recordamos la definicién (53), h es una constante arbitraria, la cual, si
comparamos con (34) es facil concluir que serd h = h con lo cual finalmente se

demuestra que:

h
tQM = tC’L = EQO (63>

3. Conclusion

Asi, durante la realizacién de este trabajo, hemos conseguido llegar a comprobar
de primera mano la premisa del articulo de Foti et al., 2021, de manera que nos es
posible llevar a cavo multiples conclusiones. En este apartado, también mencionaré
algunas limitaciones que ha tenido este estudio, asi como las posibles lineas de
investigacion que quedarian abiertas en orden de mejorar la completitud del mismo,
mientras que por ultimo se realizara una reflexién sobre el aprendizaje personal que

he adquirido a lo largo de la realizaciéon de este trabajo de fin de grado.
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3.1. Conclusiones e Implicaciones Teéricas

Comenzando con este apartado, resumiremos las implicaciones tedricas del Me-
canismo de Page y Wooters. Este no solo ha demostrado ser 1util en cuanto a
explorar el comportamiento del tiempo en la mecanica cuantica, sino que, a través
del mismo, nos ha sido posible respaldar la idea de que no existe tal cosa como
“tiempo cldsico” o “tiempo cudntico” diferentes entre si, solamente existe un unico
tiempo, y es consecuencia del entrelazamiento. Lo cual tiene grandes implicaciones
tedricas, tales como que el flujo de tiempo que vivimos en el dia a dia, se explicaria
a partir de una caracteristica eminentemente cuantica, el entrelazamiento. Por lo
tanto, al relacionar claramente la fisica cuantica con elementos macroscopicos, es-
te enfoque podria verse como una via de “unificaciéon” con las teorias relativistas,
ademas de enriquecer la fisica en tanto en cuando se proporciona una vision en la
que el tiempo no es en ninglin caso una variable externa, sino que es consecuencia

de un fenémeno fisico.

Ademas del mecanismo de Page y Wooters otro elemento diferenciador y vital a
lo largo de la demostracion, han sido los Estados Coherentes Generalizados o
GCS. Gracias a ellos nos a sido posible obtener un parametro con el cual definir una
férmula para el tiempo (63) a partir de la ecuacién de Schrédinger (38), asi como, ser
esenciales para la verificacion de la transicion del tiempo cuantico al tiempo clasico
al considerar las condiciones que hacen del reloj un sistema macroscopico. Es decir,
al hacer tender N — oo el reloj pasa a comportarse como un sistema clasico, y es
gracias a los GCS que nos es posible mantenernos en el marco teérico del mecanismo

de PaW.

Con ellos, también conseguimos obtener un principio de incertidumbre Energia-
Tiempo asi como, las ecuaciones del movimiento de Hamilton al aplicar el
limite cldsico. El hecho de que sea posible obtener los corchetes de Poisson (57),

y por tanto, obtener las ecuaciones del movimiento partiendo de un sistema com-
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pletamente cuantico favorece la idea de que quizd estemos ante una muy buena

aproximacion a la unificacion Clasico-cuantica.

3.2. Criticismo y Lineas de Investigacion

Si bien es cierto que este marco resulta muy prometedor, es importante senalar
las limitaciones presentes tanto en articulo, como sobretodo en el trabajo. Por una
parte, el modelo asume dos sistemas aislados los cuales no interaccionan entre si
mas alld de estar entrelazados, y aunque si bien, no son caracteristicas inasumibles
para multiples sistemas fisicos, es cierto que se estd perdiendo generalidad de esta

manera.

Mientras tanto, por otra parte, hubiera sido interesante indagar y profundizar
maés acerca del operador de fase. De el mismo, si bien queda clara tanto su utilidad
en el desarrollo de la expresion del principio de incertidumbre Energia-Tiempo, asi
como su el relacién con la variable ¢, no queda tan clara su procedencia, a diferencia

de la mayoria de variables explicadas durante los desarrollos.

En cuanto a nuevas lineas de investigacién y formas de ampliar el trabajo realiza-
do serian, por ejemplo, la aplicacién del mecanismo en algtin sistema cuantico, como
por ejemplo el oscilador arménico (Coppo et al., 2024) o incluso intentar considerar
efectos gravitatorios intentando estudiar como compaginar esta nueva interpretacion

con el tiempo relativista.

35



3.3. Reflexion Final

Por tltimo me gustaria concluir este trabajo diciendo que, a nivel personal la
realizacion del mismo ha superado con creces mis expectativas en relacion con el

nivel de aprendizaje conseguido a lo largo del mismo.

Con este, he logrado tanto consolidar como aumentar con creces los conoci-
mientos que ya poseia sobre la mecanica cuantica, asi como profundizar en dmbitos
avanzados de la fisica tedrica tales como la naturaleza del tiempo en la fisica cuantica
y su conexion con la clasica. Ademas también es importante destacar el aprendizaje
llevado a cabo sobre diferentes herramientas matematicas tales como los algebras de
Lie, la construccion de bases de Cartan o la utilizacion y construccién de GCS. En
definitiva, considero que, a nivel personal, he conseguido todos los objetivos que me
propuse en un inicio para la realizacion de este trabajo de investigacién que espero

sea el primero de muchos.
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